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摘 要 : 对 于 Sturm-Liouville 特 征 值 道 问 题 ，Borg-Levinson 定理 描述 了 Sturm-Liouville 算 子 的 两 组 谱 
可 唯一 确定 其 势 函 数 。 本 文 利用 整 肖 数 的 Liouville 定 理 ， 并 通过 对 谱 参 数 趋 于 无 穷 时 Sturm- 
Liouville 方 程 基本 解 的 渐进 估计 ， 给 出 了 Borg-Levison 定理 一 个 简单 的 证 明 。 同 时 还 证 明 
了 Sturm-Liouville 算 子 的 两 组 谱 与 其 Weyl-Titchmarsh m- 函 数 及 谱 函 数 三 者 之 间 的 等 价 关系 。 
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1 引言 


Sturm-Liouville 特征 值 问 题 


Eq(q):  L(g)y = —y" (z) + a(z)y(z) = A(z), x € [0,1], 
BCi(a): y(0)cosa+y'(0)sina = 0, a € (0,7), (1) 
BC2(B): y(1)cos# + y'(1)sin 6 = 0, Be (0,7), 
其 中 g e Z10,1] 称 为 势 函 数 ， 起 源 于 固体 热传导 模型 ， 其 应 用 已 涉足 于 数学 物理 、 工 程 技术 及 
各 类 应 用 和 理论 科学 ， 特 别 是 在 量子 力学 中 ， 它 是 描述 微观 粒子 状态 的 基本 数学 手段 。 因 此 ， 
一 个 多 世纪 以 来 ， 常 微分 算 子 理论 已 逐步 形成 了 数学 和 物理 学 界 的 一 个 重要 的 理论 研究 分 支 。 
熟知 ， 其 谱 o (q, a, O 有 如 下 经 典 性 质 。 
性 质 1 oo (gq, a, 8) = On} tS 为 可 数 单 重 下 半 有 界 的 纯 特 征 值 集合 ， 可 排列 为 


ào <A< < An <… 一 十 oo. (2) 
性 质 2 ido (q, Q, bı) = [Ain hi, oO (q, Q, b2) = Azn Ji 4 By < Be 时 ， 
M0 < M0 < At < Ao < < Ain < Aon < (3) 


Sturm-Liouville 特征 值 逆 问 题 是 Sturm-Liouville 理论 中 的 一 个 重要 分 支 ， 它 主要 研究 由 怎 
样 的 特征 值 信息 能 确定 微分 方程 的 系数 函数 ， 进 而 将 其 重 构 。 由 于 在 量子 力学 及 工程 领域 中 ， 
唯一 可 以 (或 最 易 ) 观测 到 的 物理 量 是 特征 值 或 叫 本 征 值 ， 它 对 应 着 量子 体系 中 的 跃迁 能 量 或 结 
构 力学 中 的 振动 频率 等 ， 所 以 这 类 问题 极为 重要 。1946 年 ，BorgD 给 出 Sturm-Liouville 特 征 
值 逆 问 题 一 个 初始 结果 ，Levinsonl2] 于 1949 年 将 其 推广 ， 得 到 以 下 定理 。 
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定理 1 (Borg-Levinson) 两 组 谱 


ol(g, a, Bı) = Anh, alq, Q, b2) = {Aon} tS, 


4 Br Æ Bo IY AT ME — HE A HK g(x) € LHO, 1]. 

这 里 的 “唯一 确定 ”是 指 不 存在 另外 的 势 函 数 4 与 它 具 有 同样 的 谱 ， 即 若 9 e Lo 1] 使 
#3 o(q, a, B1) = 0(G, a, fi), Hola, a, B2) = ol, a, Bo), WEG = g(a.e.)。 该 定理 可 简 述 
为 “两 组 谱 可 唯一 确定 Sturm-Liouville 方 程 中 的 势 函 数 ”。 这 一 结果 奠定 了 逆 谱 问题 的 基础 ， 
之 后 产生 大 量 有 关 确 定性 的 后 续 结果 [8,6-1113] 。 

本 文 虽 在 简化 Borg 的 证 明 。 在 第 2 节 中 ， 利 用 相似 变换 算 子 的 结果 和 整 函数 的 性 质 ， 
给 Borg-Levinson 定理 以 新 的 证 明 ; 在 第 3 节 中 给 出 确定 性 的 两 类 经 典 充分 条 件 间 的 等 价 性 。 


2 Borg 定理 的 解析 证 明 


本 节 将 给 出 Borg 定理 的 一 种 解析 证 明 。 
证 明 定理 中 的 唯一 确定 性 可 转化 为 “同一 性 ”问题 ， 即 若 qi(z), gle) e L1[0, 1]， 满 足 


o (qi, CQ， bı) 一 a (Q2, Qa, bı) = Pin} 


且 
o (qi, a, b2) = o (ge, Q, Be) = {Aan h» 


Mij qı = qo(a.e.). 
设 方程 Ba(qi) M Egla) 满足 初始 条 件 


y(0)=sina, y'(0) = 一 cosa (4) 
的 解 分 别 为 wi(z, 入 ) M u(x, A), Mh Levitan!) 的 相似 变换 可 知 ， 它 们 有 如 下 的 表达 形式 
sina [cos VA z + fo K;(x,t) cos VAtdt], a#0 
uj(2,d) = (5) 
—sin Aa/VX— fy K(x, t) sin VX 2/ Vd dt, a=0 


且 是 和 的 整 函 数 ， 其 中 核 函 数 K;(z,t) 在 三 角形 区 域 0 < t < z < 1 上 连续 。 进 而 可 得 到 估计 
式 (也 可 参见 Titchmarsh!!21) 


sinacos VAT + O(e7*/VX), a #0 
uj(z,A) = (6) 
—sin VAz/VA + O(e7*/d), a=0 
TRA | —VAsinasin VAs + O(e7*), az#0 (7) 


—cos VA a + O(e7?/Vd), a=0 


j = 1,2, 其 中 T= [ImVAl。 由 于 对 任意 的 入 EC, 


( L(q1)ua(z, À) ) _ (dale) i) 
L(q2)u2(x, A) Aule, A) J 
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所 以 
工 (at)aui(Z,A) wil(z,A) 
L(q2)ua(z, à) u(x, A) 


展开 左 端的 行列 式 ， 在 区 间 [0,1] 上 积分 ， 再 应 用 分 部 积分 ， 并 注意 到 wa(z, 和 A) 和 wz(z, 入 ) 在 0 点 
满足 同样 的 初始 条 件 ， 可 得 


Aui(Z,A) ulz, A) 
Au2(£, A) uz(zx, A) 


=0, (9) 


(NEN ENN — f (ala) mo) ue Vue Ver = 0. (10) 
记 1 
Q(x) =al) -wo), HO)= | Qo)ule, Aur, Adz. 
易 见 
H(\jk) =0, j=1,2, k=0,1,.…. (11) 
#4 
w;(A) = wi(l, A) cos 8; + uh (1,A)sinB;, Jj =1,2, (12) 


则 wj (A) 的 零点 构成 的 集合 恰好 是 
o (q1, œ, Bi) = {àin} J= 1,2, 
即 wj; (A) (7 = 1,2) KRAE HA 的 零点 。 再 注意 到 引 理 1 和 引 理 2， 便 知 
Y (A) = HO)/(w(Nw2(N)) 
是 整 函数 。 
由 (6) 可 得 


(13) 


i |sin aler + O(er/|VA)，az0 
eo | e/i Ole A), a=0, 


从 而 由 Halder 不 等 式 ， 有 
in2 27 27 
ECA) < Asin? ae? + O(e?7/|VX|), a #0 (14) 
Ae?” /|| + O(e?7/|A3/2|), a =0, 
其 中 1 1 
A= /laoldz+ /ellaz 
是 常数 。 将 (6) 和 (7) 代 入 (12)， 整 理 后 得 
|VA|sinaer + O(e7), a #0 


Jw (A)| = ur (1, A) cos 8; + ui (1, A) sin B;| = | ; (15) 
er + O(e7/|VAI), a=0, 
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Asin? ae?” +O(e?7 / VA) a Z 0 


JA] sin? ae?” +O(|VAle27)’ 


4e2r /| 入 +O0(e?7 /和 3/2) e 
arole Vay > 250 


= 
> 

= 
I 


|(A)|/(lws(A)IIw2(A)) < | 


- of) 


因而 当 |A| > +oo 时 ，ly(A) 3 0, FH Liouville HA YA) =0, BIA H(A) =0. 
由 (5)， 经 过 交换 积分 次 序 和 简单 合并 可 以 得 到 


sin’ a (1 + cos 2VAXz 十 M(a, t) cos 2VX tdt], a 天 0 


ur (x, A)ug(z, 入 )dz = 
-去 [一 1 二 cos2VAz 十 万 MI(z,t) cos2VAtdt |], a=0 


因而 

0 = HW = | Quale, Aule, Na 
= B(d)( + f Q(z)dz + f Q(z) | cos2VXz +f M(z,t) cos2V Xtat|az), 
0 0 0 
其 中 
BO) E = S ， Q x 0 . 
一 去 ， a=0 
即 


+f Q(x)da + if Q(z) [cos2via+ f M(z,t) cos 2V) tdt]| de =0, VAEC, 
交换 积分 顺序 ， 有 
1 1 1 
+ f Gist f cos2VXt[QD + f Q(a)M(e,t)dz]dt=0, VAEC. 
$A > +00, 得 万 Q(z)dz = 0。 故 
1 1 
cos avr4[Q(2) +f Q(x)M(a, bdz] dé=0, VAEC. 
0 x 
H {cos2VAt|A € R} Æ L110, 1] 中 的 完备 性 ， 知 
1 
QW + /oa)Mtebaz=o 


再 由 Volterra 方 程 解 的 唯一 性 有 Q(x) = 0， 即 qj (zx) = gq2(7)。 


第 26 卷 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


证 毕 
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3 MÆ Weyl-Titchmarsh m- 函 数 
定理 2 两 组 谱 
o (q, œ, B1) = Ain} i, olg,a, Be) = {Amn} R, Bi Eb 


可 唯一 确定 Weyl-Titchmarsh m- 3X m(A) = u’(1,A)/u(1,A), HP u(z, à) 是 (1) PAE Ed(q) 
满足 初 值 条 件 (4) 的 基本 解 。 

证 明 同样 化 为 “同一 性 ”问题 来 证 明 ， 且 分 别 记 对 应 于 qi(z) q(x) 的 Weyl-Titchmarsh 
mm- 函数 为 m1 (A) All m2( 和 A)。 

令 


Wj(7, A) cos Bi + ws (7, A) sin 61 


uj (mT, A) cos Ba + u, (m, A) sin By’ (24) 


9;(A) = 


MGA 的 零点 集 恰好 是 c (q, a, b) MERAR MIB o (qj, a, B2), j =1,2. KH (6) 和 (7)， 
当 入 一 oo 时 ， 有 渐进 式 
cos 3, /cos b2 + O(1/V)), cos Bi cos bo Æ 0, 
gà) = $4 —1/(VXcos B2 sina) + O(1/A), cos, = 0, (25) 
—V cos 3; sina + O(1/V)), cos 32 = 0, 
j= 1,2. Ae PEAY BOR REAR HERA F(A) = gA) 为 整 函数 ， 且 由 渐进 式 (25) 可 


4 lim, oo F(A) = 1， 青 由 Liouville 定 理 知 F( 和 ) 为 常数 ， 从 而 就 有 F(X) = 1， 即 gi( 和 ) 
92( 和 )。 而 


cos By + =~ SE X sin B1 _ cos fy +m;(A) sin By 


H(A f 26 
a soe OE ot aa aoe z ) sin Ba ~ cos z +m,;(A) sin Be (26) 
从 (26) 得 
— _ 0081 — gj(A) cos Bo 
mA) = — a o hsm By” (27) 
j= 1 2。 于 是 就 有 mi(A) = ma(A) em 


注 注意 到 Weyl-Titchmarsh mm- 函数 可 确定 势 函 数 的 结果 (参见 文 [种 或 文 [11])， 定 理 2 给 
出 Borg 定理 一 种 更 为 简单 的 证 明 。 

Levitan!) if 8] T Weyl-Titchmarsh m- 函 数 m( 入 ) 与 谱 函 数 p( 和 ) 可 以 相互 确定 。 又 知 谱 函 
数 p( 入 ) 可 以 确定 所 有 的 谱 ， 结 合 定理 2 可 得 定理 3。 

定理 3 两 组 谱 o (g, a, G1) Uo (gq, a, B2)(B1 £ Bo)» RAR p(A) 和 Weyl-Titchmarsh rm- 函 
数 mm(A) 三 者 等 价 。 
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A New Proof for Borg-Levinson Theorem 
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Abstract: The Borg-Levinson theorem describes that two spectra of the Sturm-Liouville operator 
uniquely determines the potential in the Sturm-Liouville eigenvalue inverse problem. In this paper, by 
using the Liouville theorem of entire functions and estimating asymptotic behavior of the elementary 
solutions of the Srurm-Liouville equation as the spectral parameter approaches to infinity, a simple 
proof is provided for the Borg-Levinson theorem. The equivalence relationship among two spectra, the 
Weyl-Titchmarsh m-function and spectral function is also established. 
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